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So m m e r f e l d 1 hat die Resonanz zwischen der 
Drehschwingung (Biegeschwingung) und der 

Vert ikalschwingung (Torsionsschwingung) einer 
belasteten Schraubenfeder theoretisch und experi-
mentell eingehend behandelt und zur Bestimmung 
der Poissonsclien Zahl verwendet. Gelegentlich 
einer Arbeit über die Längsschwingungen bela-
steter Schraubenfedern 2 habe ich die Sommerfeld-
schen Resonanzschwingungen hergestellt und bin 
dabei auf die Idee gekommen, auch die dritte 
der bei einer Schraubenfeder möglichen Schwin-
gungsarten. die Pendelschwingung, hinzuzuneh-
men. Es gelang mir experimentell, den Fal l zu 
verwirklichen, daß die gesamte Schwingungs-
energie von der einen Art der Schwingung nach-
einander in die anderen Arten überging, so daß 
fü r einen Moment die gesamte Schwingungsener-
gie allein jeweilig in der einen der drei Schwin-
gungsarten enthalten war . Die genauere Verfol-
gung dieser Erscheinung wurde durch den Krieg 
verzögert, und ich habe sie erst 1947 aufnehmen 
lassen*. Dabei ist zunächst nur ein Teil der mög-
lichen Resonanzschwingungen behandelt worden, 
über den ich schon heute kurz berichten möchte, 
um dem Jubi lar ein kleines Geburtstagsgeschenk 
zu machen. 

* D i p l o m a r b e i t H e r m a n n R i e s e , M ü n c h e n 1947. 
1 A . S o m m e r f e l d , W ü l l n e r - F e s t s c h r i f t , L e i p z i g 

1905, S. 162—193. V o r l e s u n g e n I , M e c h a n i k , L e i p z i g 
1943, S. 106; V o r l e s u n g e n I I . M e c h a n i k d e f o r m i e r b a r e r 
M e d i e n , L e i p z i g 1945, S. 294. 

2 W . M e i ß n e r u . G . M e i ß n e r . S.-B. B a v e r . A k a d . 
W i s s . 1938. 79. 

Es seien x die Auslenkung (Verdrehungswin-
kel) der Drehschwingung, y die Auslenkimg der 
Vertikalschwingung, z die der Pendelschwingung. 

<«> , o)3j0 die Eigenkreisfrequenzen der drei 
Schwingungen, a , , a., die Kopplungskoeffizienten 
zwischen der ^-Schwingung und den beiden ande-
ren Schwingungen, b1, b., die Kopplungskoeffi-
zienten f ü r die 2/-SchwTingiing. c1. c.y die f ü r die s-
Schwingung. Sieht man von der Dämpfung der 
Schwingungen ab. so ergibt sich 

.r -f a)J)0 x + ax y + a2 z = 0 , 

+ + ( i ) 

s + Ml, o 0 + ( \ x + c2 V = 0 • 

Dabei ist vorausgesetzt, daß (Abb. 1) nur der 
Befestigungsdraht A, nicht die Feder F selbst 
durch die Pendelschwingung verformt wird, was 
experimentell mit genügender Annäherung zu er-
reichen ist. Dann werden die Beziehungen zwi-
schen Drehschwingung und Vert ikalschwingung 
nicht gestört. Die Kopplung zwischen diesen und 
der Pendelschwingung tritt allein durch die Wir-
kung des Befestigungsdrahtes auf und ist der 
Auslenkung der Pendelschwingung proportional 
entsprechend (1). Es wurde nun experimentell zu-
nächst der Fall behandelt, daß entweder b2 = c2 = 0 
(Fall 1: keine Kopplung zwischen Vertikal- und 
Pendelschwingung), oder a1=b1= 0 (Fall 2: 
keine Kopplung zwischen Dreh- und Vertikal-
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Schwingung), oder a2 = cl=0 (Fall 3: keine 
Kopplung zwischen Dreh- und Pendelschwin-
gung) ist. Fall 1 wurde dadurch verwirklicht, daß 
der Punkt P (Abb. 1) an einem Faden B aufge-
hängt war. Im Fall 2 wurde Punkt P durch einen 

senkrecht zu A gespann-
ten Faden an der Bewe-
gung in der Horizontal-
ebene verhindert, während 
eine gewisse Vertikalbe-
wegung von A zugelassen 
war. Im Fall 3 wurde 
innerhall) der Feder F 
eine zweite, entgegen der 
Windungsrichtung von F 
gewundene Feder F ge-
eigneter Dimensionierung 
so angebracht, daß die bei-
den Federn am oberen 
und unteren Ende verbun-
den waren und infolge-

dessen bei der Vertikalschwingung der Feder 
keine Drehung der Last G stattfand. Damit die 
nun mit der Vertikalschwingung gekoppelte Pen-
delschwingung in derselben Ebene schwingt wie 
bei der Kopplung mit der Drehschwingung, wurde 
der horizontale Spanndraht fü r P in diesem drit-
ten Fall nicht senkrecht zum Befestigungsdraht A 

H H 

Abb. 1. 
V e r s u c h s a n o r d n u n g . 

geben, daß die Federwindungen im unbelasteten 
Zustand einen Druck aufeinander ausübten. Es 
wurde dazu nach dem Wickeln der Feder das eine 
Federende durch die Feder hindurchgezogen, so 
daß die Feder „umgekrempelt" war. Außerdem 
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Abb. 2. S c h w e b u n g s a m p l i t u d e n der 3 S c h w i n g u n g s a r t e n . 

wurde die Last G vertikal verschiebbar angeord-
net. Ihr Trägheitsmoment war durch seitlich an-
gebrachte verschiebbare Zusatzgewichte veränder-
lich (Abb. 1). 

Die Fälle 2 und 3 gehen aus (2) durch Vertau-
schung von x mit y und z hervor, so daß für sie 
besondere Gleichungen nicht angesetzt zu werden 
brauchen. 

Es seien nun reine Sinusschwingungen voraus-
gesetzt. F ü r t0 = 0 sei y0 = L, x() = z() = 0. Dann 
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Abi). 3. A r t d e r E n e r g i e w a n d e r u n g in d e n 3 F ä l l e n . 

gespannt, sondern unter einem Winkel von 30° zu 
diesem. Es sind dann jeweils verschiedene Kom-
ponenten der Kopplungskräfte wirksam. 

Setzt man, wie es dem Experiment entspricht. 
a>1?0 = to0j0 = (JO3 ) 0 = a>0, SO wird im Fall 1 aus (1) 

x x cil y -\-a2z = 0, 

y + w J y + Ä ! « = 0 , (2 ) 

z + U>lz + C X = 0 . 
Damit auch co3j0 = co() gemacht werden konnte, 

wurde der Feder eine solche Vorspannung ge-

erliält man durch etwas langwierige Ableitungen, 
die liier aber übergangen werden mögen. 

] / 2 a x . . 
= — L y —— sin co01 sin — 

OJc, 
t, 

y = L cos co01 cos2 
f , 

z = L cos co01 sin2 
bi 

60, — COo 

wobei 

col= (ol + VYoJ,; CO 

(3) 

l = c o l ~ V 2 a 1 b 1 . ( 3 a) 



Diese Lösung von (2) konnte in allen drei oben 
angegebenen Fällen experimentell genau verifiziert 
werden. Abb. 2 gibt die graphische Darstel lung 
der Schwebungsamplituden. Man sieht, daß f ü r 
das Maximum von ym bzw. zm wohl xm und zm 

bzw. xm und ym = 0 ist, daß dann also die ganze 
Energie in der y- bzw. z-Schwingung steckt, daß 
aber f ü r das Maximum von xm weder ym noch 
zm = 0 i s t . 

Im Fal l 1 pendelt die Energie von der Vertikal-
über die Drehschwingung zur Pendelschwingung 
(Abb. 3 a) und weiter über die Drehschwingung 

zur Vertikalsclrwingung. Im Fal l 2 pendelt die 
Energie zwischen Dreh- und Pendelschwingung 
über die Vert ikalschwingung (Abb. 3 b). Im Fal l 3 
pendelt die Energie zwischen Vertikal- und 
Drehschwingung über die Pendelschwingung 
(Abb. 3 c). 

Über weitere Resonanzschwingungen, die dem 
Gleichungssystem (1) entsprechen, hoffe ich spä-
ter berichten zu können, insbesondere über den 
Fal l des völligen zyklischen Energieaustausches 
zwischen den drei Schwingungsarten und die da-
f ü r notwendigen Bedingungen. 

Bemerkungen zur Schwingungstheorie dünner elastischer Platten1 

V o n F R I T Z S A U T E R 2 

(Z. Naturforschg. 3 a, 548—552 [1948]; e ingegangen am 30. Jul i 1948) 
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Der begrifflich einfachste, wenn auch rechen-
technisch nicht gerade kürzeste Weg zur Ab-

leitung der Schwingungsgleichungen fü r elastische 
Körper, die in einer oder zwei Dimensionen 
,.dtinn" sind (wie die Platten, Schalen, Stäbe), 
führ t über die strenge Integration der elastischen 
Grundgleichungen f ü r Körper mit endlichen Di-
mensionen und die nachträgliche Entwicklung der 
Lösungen nach irgendwelchen kleinen Größen. 
Im besonderen kann man auf diese Weise leicht 
auch die höheren Näherungen fü r die vereinfach-
ten Schwingungsgleichungen gewinnen, denen 
diese dünnen Gebilde gehorchen müssen. Dies soll 
hier am Beispiel der Schwingungen einer plan-
parallelen Platte gezeigt werden. Denn es er-
scheint jetzt, wo sich die technische Mechanik in 

1 H r n . G e h e i m r a t P r o f . D r . A. S o m m e r f e l d z u r 
E r i n n e r u n g a n s e i n e T ä t i g k e i t a l s t e c h n i s c h e r M e c h a -
n i k e r v o r r u n d e i n e m h a l b e n J a h r h u n d e r t z u m 5. D e z . 
1948 e h r f u r c h t s v o l l g e w i d m e t . 

steigendem Maße fü r dynamische Vorgänge in 
Platten und Stäben zu interessieren beginnt, nicht 
abwegig, erneut das Augenmerk auf diese wenn 
auch wohl nicht neue, so doch viel zu wenig be-
achtete Methode zu lenken. Es kommt noch dazu, 
daß dieses Verfahren nebenbei eine anschauliche 
Begründung liefert f ü r die bekannte Tatsache, 
daß die Differentialgleichung f ü r die Biegungs-
schwingungen von Platten, wie auch f ü r die von 
Schalen und Stäben, hinsichtlich der Ableitungen 
nach den Raumkoordinaten von vierter Ordnung 
ist, im Gegensatz zu den elastischen Grundglei-
chungen und auch zu den Differentialgleichungen 
f ü r die Dehnungs-, Scherungs- und Torsions-
schwingungen, die in den Raum- und Zeitablei-
tungen homogen von zweiter Ordnung sind. 

Es möge also im folgenden eine planparallele 
Platte der Dicke 2 h betrachtet und deren Mittel-
ebene zur x.y-Ebene eines Koordinatensystems 

- W e i l a. R h e i n . K a n d e r s t r . 45. 


